Edward Stachowski

Prawdopodobieństwo warunkowe

Twierdzenie o prawdopodobieństwie całkowitym

   W podstawie programowej obowiązującej na egzaminie maturalnym od 2015r. pojawiły 
się nowe treści programowe. Wśród nich są między innymi zagadnienia dotyczące prawdopodobieństwa warunkowego oraz twierdzenie o prawdopodobieństwie całkowitym. Zatem w tych materiałach edukacyjnych większość uwagi została skupiona na pojęciu prawdopodobieństwa warunkowego, w szczególności na intuicji związanej z tym pojęciem (paradoksy). Jak pokazują dane historyczne, z poprzednich matur, zadania związane z zastosowaniem twierdzenia o prawdopodobieństwie całkowitym nie sprawiają większych kłopotów. Uczniowie poprawnie rozwiązują takie zadania (na ogół za pomocą metody drzewa probabilistycznego). 

Z prawdopodobieństwem warunkowym spotykamy się, gdy rozpatrujemy doświadczenie losowe i mamy dodatkową informację, że zaszło jakieś zdarzenie.

Przykład 1.
Doświadczenie losowe polega na rzucie symetryczną sześcienną kostką do gry taką, że ścianki z jednym, dwoma i trzema oczkami są białe, a pozostałe ścianki są czarne.

Wprowadźmy oznaczenia dla zdarzeń:

     A – otrzymamy parzystą liczbę oczek,

     B – otrzymamy ściankę białą
     i obliczmy prawdopodobieństwo zdarzenia A jeżeli wiadomo, że zaszło zdarzenie B.

(Możemy sobie wyobrazić, że ktoś rzucił kostką i nakrył ją dłonią, ale między palcami widać, że na wierzchu jest ścianka biała).
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Ponieważ wiemy, że zaszło zdarzenie B, więc możemy ograniczyć nasze rozważania wyłącznie do zdarzeń elementarnych sprzyjających zdarzeniu B. Zdarzeniu B sprzyjają trzy zdarzenia elementarne, spośród nich jedno sprzyja zdarzeniu A, tak więc prawdopodobieństwo zajścia zdarzenia A pod warunkiem, że zaszło zdarzenie B jest równe 
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Prawdopodobieństwo to oznaczamy symbolem 
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i zauważamy, że jest ono mniejsze od 
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, bezwarunkowego prawdopodobieństwa zdarzenia A.
Jeżeli przez C oznaczymy zdarzenie – otrzymamy ściankę czarną, to rozumując analogicznie, otrzymamy 
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Analizując oba powyższe przypadki, zauważamy, że zarówno
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Uwaga

Gdyby na kostce ścianki z jednym oczkiem i dwoma oczkami były białe, a pozostałe czarne, to rozumując jak poprzednio otrzymamy
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W tym przypadku informacja o kolorze ścianki, która wypadła, nic nie wnosi, gdy interesuje nas prawdopodobieństwo zajścia zdarzenia A.

Otrzymaliśmy na podstawie naturalnego rozumowania w tym i innych przykładach wzór 
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, i mamy nadzieję, że następująca definicja nie będzie dla nikogo zaskoczeniem.

Definicja

Niech 
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 będzie skończonym zbiorem wszystkich zdarzeń elementarnych, 

P – prawdopodobieństwem określonym na wszystkich zdarzeniach losowych zawartych w 
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oraz niech 
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 będzie zdarzeniem losowym takim, że 
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losowego 
[image: image18.wmf]A

ÌW

 prawdopodobieństwo warunkowe realizacji zdarzenia A pod warunkiem zajścia zdarzenia B, jest to liczba określona wzorem
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Uwagi
1. Obliczając 
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2. W przypadku modelu klasycznego 
[image: image24.wmf]()

(|)

()

AB

PAB

PAB

PBB

Ç

Ç

==

.

Podstawowe własności prawdopodobieństwa warunkowego
1. Jeżeli 
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2. Jeżeli 
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3. Jeżeli 
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4. Możliwe są wszystkie trzy przypadki: 
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(zobacz pierwszy przykład)
Ciekawostki 

Zakładamy, że wszystkie podane niżej prawdopodobieństwa warunkowe są określone,

nie będziemy pisali założeń dla każdego przykładu oddzielnie.

Przykład 2.
(*) 
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Nierówność 
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 interpretujemy w ten sposób, że zajście zdarzenia B zwiększa prawdopodobieństwo zajścia zdarzenia A. Nierówność (*) jest sprzeczna z intuicją wielu osób, którym wydaje się, że jeśli zajście B zwiększa prawdopodobieństwo zajścia A, to zajście A zmniejsza prawdopodobieństwo zajścia B.

Przykład 3.
Jeżeli 
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 są zdarzeniami losowymi zawartymi w 
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[image: image39.wmf]CAB

ÌÇ

 oraz 
[image: image40.wmf](\)0

PBA

>

 (
[image: image41.wmf]\

BA

 oznacza różnicę zdarzeń), to 
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Przy podanych założeniach prawdziwa jest równość 
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Korzystając z tej nierówności widzimy, bez żadnych obliczeń, że w grze w brydża prawdopodobieństwo zdarzenia polegającego na tym, że gracz X ma cztery asy, jeżeli wiemy, że ma asa pik, jest większe od prawdopodobieństwa, że gracz X ma cztery asy, jeżeli wiemy, że ma co najmniej jednego asa. 

Ten fakt w końcu XIX wieku był przyczyną nieporozumienia między egzaminatorami na Wydziale Matematyki Uniwersytetu w Cambridge. Wiele osób, opierając się na intuicji, jest zdania, że prawdziwa jest nierówność „w drugą stronę”.

Paradoksy

Paradoks trzech komód

Są trzy komody A, B, C. W każdej z nich są dwie szuflady. W każdej szufladzie jest jedna moneta, przy czym w komodzie A w obu szufladach są monety złote, w komodzie B w obu szufladach są monety srebrne, a w komodzie C w jednej z szuflad jest moneta złota a w drugiej moneta srebrna. Wylosowano komodę, następnie szufladę i znaleziono w niej monetę złotą. Oblicz prawdopodobieństwo, że w drugiej szufladzie tej komody też jest moneta złota.

„Typowa agitacja” (błędne rozwiązanie)
Na pewno nie wylosowano komody B. Są więc dwa przypadki, wylosowano komodę A albo komodę C. W przypadku komody A, w drugiej szufladzie jest moneta złota. W przypadku komody C, w drugiej szufladzie jest moneta srebrna. Stąd wynika, że prawdopodobieństwo tego, że w drugiej szufladzie tej komody też jest moneta złota jest równe 
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Rozwiązanie poprawne
Wprowadźmy oznaczenia dla zdarzeń:

     A – wylosowano komodę A,

     Z – wylosowano złotą monetę.

Mamy obliczyć 
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Stąd
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Rozwiązanie elementarne

Wylosowano monetę złotą. Są trzy monety złote. Wylosowanie każdej z nich jest jednakowo prawdopodobne. Dwie z nich wskazują na komodę A, jedna na komodę C. Stąd 
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Typowa agitacja cd., wyjaśnienie błędnego rozumowania.
Błąd w rozumowaniu polega na tym, że opisane dwa przypadki: 
wylosowano komodę A, 

wylosowano komodę C, 

nie są równoprawdopodobne.

Wzór na prawdopodobieństwo iloczynu (wzór łańcuchowy)
1. Jeżeli B jest zdarzeniem losowym zawartym w 
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2. Jeżeli 
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Uwaga
Przy rozwiązywaniu zadań metodą drzewa, mnożymy prawdopodobieństwa wzdłuż danej gałęzi drzewa. Jest to zastosowanie tego wzoru.

Przykład 4.
Według danych statystycznych prawdopodobieństwo, że losowo wybrana osoba jest nosicielem wirusa X, który jest jedyną przyczyną choroby Z jest równe 0,00372. Prawdopodobieństwo, że nosiciel wirusa X zachoruje na chorobę Z jest równe 0,496. Obliczymy prawdopodobieństwo, że losowo wybrana osoba zachoruje na chorobę Z.

Rozwiązanie

Wprowadźmy oznaczenia dla zdarzeń:
A – wybrana losowo osoba zachoruje na chorobę Z,

B – wybrana losowo osoba jest nosicielem wirusa X.

Mamy następujące dane: 
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zauważmy, że 
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Twierdzenie o prawdopodobieństwie całkowitym (zupełnym)

Niech 
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 będzie skończonym zbiorem wszystkich zdarzeń elementarnych, 

P – prawdopodobieństwem określonym na wszystkich zdarzeniach losowych zawartych w 
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oraz niech 
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 będą zdarzeniami losowym zawartymi w 
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 takim, że spełnione są jednocześnie trzy warunki:
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Wówczas dla każdego zdarzenia losowego 
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 prawdziwy jest wzór
(() 
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Wzór (() nazywamy wzorem na prawdopodobieństwo całkowite.
Uwaga
1.
Graficzna ilustracja tego twierdzenia, to drzewo probabilistyczne.

Przykład 5. (schemat Polya)

W pojemniku jest 
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kul, b kul białych i c kul czarnych. Z tego pojemnika losujemy jedną kulę, zwracamy ją do pojemnika i dokładamy do pojemnika s kul koloru wylosowanego. Następnie losujemy jedną kulę z pojemnika, w którym jest teraz 
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kul. Oblicz prawdopodobieństwo wylosowania kuli białej w drugim losowaniu.

Szkic rozwiązania

Wprowadźmy oznaczenia dla zdarzeń:
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 – w pierwszym losowaniu otrzymamy kulę białą,
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 – w pierwszym losowaniu otrzymamy kulę czarną,
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 – w drugim losowaniu otrzymamy kulę białą.

Zdarzenia 
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 spełniają założenia twierdzenia o prawdopodobieństwie całkowitym, stąd
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Zadanie można rozwiązać za pomocą drzewa.

Można wykazać, że jeżeli będziemy powtarzali to doświadczenie tzn. będziemy zwracać kulę, dosypywać s kul koloru wylosowanego, losować, zwracać, dosypywać,…,
to prawdopodobieństwo zdarzenia 
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 polegającego na otrzymaniu kuli białej w n-tym losowaniu jest równe 
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Przykład 6. (paradoks Simpsona)

Przy leczeniu pewnej choroby testowano dwie terapie, terapię X oraz terapię Y.

Okazało się, że 
– procent kobiet, dla których terapia Y była skuteczniejsza, był większy od procentu kobiet, 
   u których terapia X była skuteczniejsza,
– procent mężczyzn, dla których terapia Y była skuteczniejsza był większy od procentu 

   mężczyzn, u których terapia X była skuteczniejsza,

i jednocześnie

– procent wszystkich pacjentów, u których terapia X była skuteczniejsza był większy od 
   procentu wszystkich pacjentów, u których terapia Y była skuteczniejsza.

Jak to możliwe?
Ten paradoks opisał w 1951 r. H.Simpson.
Dla zrozumienia tego paradoksu przedstawimy następujący przykład.

Są cztery pojemniki: 
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. Zawartość pojemników prezentuje poniższa tabela

	
	X


	Y

	K
	70 kul białych

30 kul czarnych
	18 kul białych

2 kul czarnych

	M
	2 kule białe

18 kul czarnych
	30 kul białych

70 kul czarnych


Losujemy jedną kulę z pojemnika i przez B oznaczamy zdarzenie polegające na otrzymaniu kuli białej. Zauważmy, że

[image: image92.wmf]7018

(|)(|)

10020

KK

PBXPBY

=<=

,


[image: image93.wmf]230

(|)(|)

20100

MM

PBXPBY

=<=

.

Zsypujemy kule z pojemników 
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 do pojemnika X oraz zsypujemy kule 
z pojemników 
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 do pojemnika Y. Zawartość pojemników X i Y prezentuje tabela
	X


	Y

	72 kule białe

48 kul czarnych
	48 kul białych

72 kule czarne


Teraz 
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