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Materiał z wykładu z analizy dla uczestników konferencji 

Podstawa programowa z komentarzami
Tom 6.

Edukacja matematyczna i techniczna w szkole podstawowej, gimnazjum i liceum

matematyka, zajęcia techniczne, zajęcia komputerowe, informatyka
Poziom rozszerzony

5. Ciągi. Uczeń:

1. wyznacza wyrazy ciągu określonego wzorem rekurencyjnym;

2. oblicza granice ciągów, korzystając z granic ciągów typu 1/n, 1/n2 oraz z twierdzeń o działaniach na granicach ciągów;

3. rozpoznaje szeregi geometryczne zbieżne i oblicza ich sumy.
11. Rachunek różniczkowy. Uczeń:

1. oblicza granice funkcji (i granice jednostronne), korzystając z twierdzeń o działaniach na granicach i z własności funkcji ciągłych;

2. oblicza pochodne funkcji wymiernych;

3. korzysta z geometrycznej i fizycznej interpretacji pochodnej;

4. korzysta z własności pochodnej do wyznaczenia przedziałów monotoniczności funkcji;

5. znajduje ekstrema funkcji wielomianowych i wymiernych;

6. stosuje pochodne do rozwiązywania zagadnień optymalizacyjnych.
Komentarz do podstawy programowej przedmiotu matematyka– Zbigniew Semadeni, Marcin Karpiński, Krystyna Sawicka, Marta Jucewicz, Anna Dubiecka, Wojciech Guzicki, Edward Tutaj:
„O tym, jaka będzie wykładnia podstawy programowej, zadecyduje praktyka nauczania i praktyka egzaminów maturalnych. Po kilku latach funkcjonowania nowej podstawy programowej, w wyniku współdziałania szkoły, komisji egzaminacyjnych i uczelni wyższych, ustali się pewien poziom interpretowania i realizowania obowiązujących wymagań.”
ZALECANE WARUNKI I SPOSÓB REALIZACJI
„W przypadku uczniów zdolnych, można wymagać większego zakresu umiejętności, jednakże wskazane jest podwyższanie stopnia trudności zadań, a nie poszerzanie tematyki.”

Rodzaje zadań egzaminacyjnych w arkuszu maturalnym na poziomie rozszerzonym:

1. Zadania zamknięte (wielokrotnego wyboru lub prawda fałsz)

2. Zadania z kodowaną odpowiedzią

3. Zadania otwarte krótkiej odpowiedzi

4. Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi.
Przykłady:

Zadanie 1. Szereg geometryczny

Dany jest nieskończony ciąg geometryczny 
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Rozwiązanie

Ze wzoru na sumę wszystkich wyrazów nieskończonego ciągu geometrycznego 
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Zatem 
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Schemat oceniania zadania z kodowana odpowiedzią
Zdający otrzymuje 
2 pkt

gdy zakoduje trzy cyfry otrzymanego wyniku: cyfry 1,1,1.
Zadanie 2 Granica ciągu 

Oblicz granicę 
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Rozwiązanie

Obliczamy granicę
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W arkuszu odpowiedzi należy zakodować cyfry  0,1,6.

Schemat oceniania zadania z kodowana odpowiedzią
Zdający otrzymuje 
2 pkt

gdy zakoduje trzy cyfry obliczonej granicy: cyfry 0,1,6.

Zadanie 3 Granica ciągu 

Ciąg 
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 . Oblicz, dla jakiej wartości p granica ciągu 
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Rozwiązanie

Wyznaczamy granicę ciągu 
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Rozwiązujemy równanie
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W arkuszu odpowiedzi należy zakodować cyfry  0,1,4.
Schemat oceniania zadania z kodowana odpowiedzią
Zdający otrzymuje 
2 pkt

gdy zakoduje trzy cyfry obliczonej granicy: cyfry 0,1,4.
Zadanie 4 Granica ciągu 

Ciągi 
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Obliczamy granicę
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W arkuszu odpowiedzi należy zakodować cyfry 3,5,0.

Schemat oceniania zadania z kodowana odpowiedzią
Zdający otrzymuje 
2 pkt

gdy zakoduje trzy cyfry obliczonej granicy: cyfry 3,5,0.

Ciągi 
[image: image31.wmf](

)

n

a

, 
[image: image32.wmf](

)

n

b

 określone są dla 
[image: image33.wmf]1

n

³

wzorami: 
[image: image34.wmf](

)

2

35

n

ann

=--

 oraz 
[image: image35.wmf](

)

3

12

n

bn

=-

. Oblicz 
[image: image36.wmf]lim

n

n

n

a

b

®¥

. Zakoduj odpowiedź.

Zadanie 5 Granica ciągu 

Obliczamy granicę 
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W arkuszu odpowiedzi należy zakodować cyfry  0,3,7.

Schemat oceniania zadania z kodowana odpowiedzią
Zdający otrzymuje 
2 pkt

gdy zakoduje trzy cyfry obliczonej granicy: cyfry 0,3,7.

Zadanie 6 Granica funkcji 

Dana jest funkcja  f określona  wzorem 
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B. 
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D. 
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Rozwiązanie:
Obliczamy 
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Odp.: B
Zadanie 7 Granica funkcji 

Dana jest funkcja  f określona  wzorem 
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Rozwiązanie:
Przekształcamy wzór danej funkcji:
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i obliczamy granicę:
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Odp.: C.
Zadanie 8 Pochodna funkcji w punkcie 

Dana jest funkcja  f określona  wzorem 
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Rozwiązanie:
Obliczamy granicę:
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Odp.: A.
Zadanie 9 Pochodna funkcji w punkcie 

Funkcja 
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 jest określona jest wzorem 
[image: image62.wmf](

)

2

51

()

21

x

fx

x

+

=

-

 dla 
[image: image63.wmf]1

2

x

¹

. Oblicz wartość pochodnej funkcji
[image: image64.wmf]f

dla 
[image: image65.wmf]3

x

=

. Zakoduj odpowiedź.

Rozwiązanie

Przekształcamy wzór funkcji 
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Zatem 
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W arkuszu odpowiedzi należy zakodować cyfry 1,6,0.
Schemat oceniania zadania z kodowana odpowiedzią
Zdający otrzymuje 
2 p.

gdy zakoduje trzy cyfry otrzymanego wyniku: cyfry 1,6,0.
Zadanie 10 Równanie stycznej 

Dana jest funkcja f określona  wzorem 
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Rozwiązanie

Styczna do wykresu funkcji o wzorze 
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Mamy zatem 
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Schemat oceniania

Rozwiązanie, w którym jest istotny postęp…………………………………………….1 pkt.

Wyznaczenie pochodnej funkcji: 
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Obliczenie współczynnika kierunkowego stycznej: 
[image: image89.wmf]3

a

=

.

Rozwiązanie pełne ………………………………………………………………………3 pkt.

Wyznaczenie równania stycznej do wykresu funkcji f w punkcie A: 
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Zadanie 11 Monotoniczność
Funkcja 
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 dana jest wzorem
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 jest rosnąca w całej dziedzinie.

Rozwiązanie

Obliczamy pochodną funkcji f: 
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. Na to by funkcja f  była rosnąca w całej dziedzinie wystarczy, by pochodna funkcji f, przyjmowała wartości dodatnie dla wszystkich 
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 i wyznaczamy te wartości parametru m, dla których ten wyróżnik jest ujemny 
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 pochodna funkcji  f  jest  dodatnia dla wszystkich 
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funkcja f  jest rosnąca .
Schemat oceniania

Rozwiązanie, w którym jest istotny postęp…………………………………………….1 pkt.

Obliczenie pochodnej funkcji f: 
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Pokonanie zasadniczych trudności zadania …..……………………………………….2 pkt.

Zapisanie warunku na to, żeby funkcja f  była rosnąca w całej dziedzinie: 

pochodna funkcji f  ma przyjmować wartości dodatnie dla wszystkich 
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Wyznaczenie wszystkie wartości parametru 
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Zadanie 12 Optymalizacja 

Rozpatrujemy wszystkie prostopadłościany, w których przekątna ma długość d oraz stosunek długości krawędzi podstawy jest równy 3:4. Wyznacz długości krawędzi podstawy tego z rozpatrywanych prostopadłościanów, który ma największe pole powierzchni bocznej.
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Pole P powierzchni bocznej tego prostopadłościanu jest równe 
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opisującą pole powierzchni bocznej  prostopadłościanu w zależności od 
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Wzór tej funkcji zapiszemy w postaci 
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Rozważmy funkcję pomocniczą określoną wzorem 
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Z faktu, że funkcja 
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Wyznaczymy wartość największą funkcji f  w przedziale 
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Obliczamy pochodną funkcji f:
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Wynika stąd, że dla 
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wartość największa, bo w przedziale 
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 funkcja f  jest rosnąca, a przedziale 
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Odpowiedź: Długości krawędzi podstawy prostopadłościanu, który ma największe pole powierzchni bocznej to: 
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Zdający z równości (1) może wyznaczyć zależność 
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 opisującą pole powierzchni bocznej prostopadłościanu w zależności od h:
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Funkcja ta przyjmuje największą wartość dla 
[image: image145.wmf]2
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Metoda rozwiązania w tym przypadku jest analogiczna.

Schemat oceniania

Rozwiązanie zadania składa się z trzech etapów.

a) Pierwszy etap składa się z trzech części:

· zastosowanie twierdzenia Pitagorasa i zapisanie, że 
[image: image146.wmf]222
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· zapisanie pola P powierzchni bocznej prostopadłościanu jako funkcji jednej zmiennej 
[image: image148.wmf]22
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· zapisanie, że dziedziną funkcji 
[image: image149.wmf]22
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Za poprawne rozwiązanie każdej z części tego etapu zdający otrzymuje 1 punkt, o ile poprzednia część etapu została zrealizowana bezbłędnie. 
b) Drugi etap składa się z trzech części:

· zapisanie wzoru pochodnej funkcji, np.: 
[image: image151.wmf](
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· zapisanie, że w przedziale 
[image: image152.wmf]0,
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 pochodna funkcji 
[image: image153.wmf]'
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 ma jedno miejsce zerowe 
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· zapisanie wraz z uzasadnieniem, że dla 
[image: image155.wmf]2
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 funkcja P osiąga największą wartość. Oczekujemy, że zdający po zapisaniu, że w punkcie 
[image: image156.wmf]2
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 funkcja P osiąga maksimum lokalne, uzasadni, że maksimum lokalne jest jednocześnie największą wartością tej funkcji. Wystarczy, jeżeli zdający zapisze, że w przedziale 
[image: image157.wmf]2
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 funkcja
[image: image158.wmf]P

jest rosnąca, zaś w przedziale 
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 jest malejąca.

Za poprawne rozwiązanie każdej z części tego etapu zdający otrzymuje 1 punkt, o ile poprzednia część etapu została zrealizowana bezbłędnie.
c) Trzeci etap. 

1 punkt zdający otrzyma za zapisanie długości krawędzi podstawy prostopadłościanu o największym polu powierzchni bocznej: 
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Uwaga:

Punkty za realizację danego etapu przyznajemy tylko wówczas, gdy zdający rozwiązał poprawnie poprzedni etap zadania.

Zadanie 13 Własność Darboux

Funkcja 
[image: image162.wmf]f

 określona jest wzorem 
[image: image163.wmf](
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. Wyznacz liczbę rozwiązań równania 
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Rozwiązanie

Obliczamy pochodną funkcji f:
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Wyznaczamy ekstrema lokalne funkcji f. Miejscami zerowymi pochodnej są liczby 
[image: image166.wmf]2
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 i otrzymujemy:
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spełniony jest warunek wystarczający istnienia ekstremum i jest to maksimum lokalne, które jest równe 
[image: image171.wmf](
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 również spełniony jest warunek wystarczający istnienia ekstremum i jest to minimum lokalne, które jest równe 
[image: image173.wmf]2
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. Funkcja f  przyjmuje wartości dodatnie tylko dla 
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 i jest w tym przedziale rosnąca. Wynika stąd, że równanie 
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 ma dokładnie jedno rozwiązanie.

Schemat oceniania

Rozwiązanie, w którym jest istotny postęp…………………………………………….1 pkt.

Obliczenie pochodnej funkcji f: 
[image: image176.wmf](
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Pokonanie zasadniczych trudności zadania …..……………………………………….2 pkt.

Wyznaczenie ekstremów lokalnych funkcji f: 

dla 
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 f osiąga maksimum lokalne równe 0, dla 
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 f osiąga minimum lokalne równe 
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Rozwiązanie pełne ………………………………………………………………………3 pkt.

Uzasadnienie, że  równanie 
[image: image180.wmf](
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 ma dokładnie jedno rozwiązanie.
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